2. Обобщенный подход 
в математической физике

Чистая математика растет, когда для решения старых задач применяются новые методы  

Феликс КЛЕЙН

Для вывода математических моделей физических процессов необходимо выполнить предельный переход. Для его обоснования требуется, чтобы функция состояния обладала должным числом непрерывных производных, что равносильно существованию классического решения задачи. Однако такой результат может быть установлен лишь в процессе качественного исследования системы, т.е. уже по завершении вывода уравнений состояния. В этой связи классическая схема получения математических моделей не может быть признана в полной степени корректной.

В современной математической физике, однако, чаще используется не классическая, а обобщенная форма решения задачи. Под обобщенным решением понимается объект из достаточно широкого множества, удовлетворяющий некоторым интегральным соотношениям. При этом любое классическое решение задачи является ее обобщенным решением, а любое обобщенное решение, обладающее должной степенью гладкости, непременно совпадает с классическим решением. Тем самым существуют задачи, для которых удается установить обобщенную разрешимость в отсутствии классического решения. Естественно предположить, что в рамках более эффективного обобщенного подхода проблема корректного построения математических моделей физических процессов, может найти свое решение.

Для начала нам предстоит выяснить, обладает ли обобщенное решение задачи прямым физическим смыслом. Более конкретно, необходимо установить, может ли интегральное соотношение, лежащее в основе понятия обобщенного решения, быть выведено непосредственно из физических законов или же оно является лишь результатом преобразования классической формы модели. Вторая проблема связана с выяснением того, будет ли обобщенное решение задачи конструктивным понятием, т.е. существует ли эффективный алгоритм практического решения соответствующих интегральных соотношений без обращения к классическим краевым задачам.   

Нам предстоит убедиться в том, что на оба указанных вопроса дается в полной степени положительный ответ. Обобщенная форма модели не зависит классической и обладает рядом несомненных преимуществ на стадии постановки, анализа и аппроксимации задачи. Вследствие этого можно было бы надеяться на успешное решение проблемы корректного вывода математических моделей в рамках обобщенного подхода. Тем печальнее будет убедиться в том, что и на этом пути мы так и не добиваемся желаемой цели.  

2.1. Понятие обобщенного решения задачи

Хорошо известно, что доказательство существования классического решения задачи и сходимости к нему соответствующего приближенного алгоритма связаны с весьма трудоемкой процедурой и требуют чрезвычайно жестких ограничений на параметры системы. Речь, понятно, идет не о конкретном иллюстративном примере, а о принципиальных трудностях классического подхода в задачах математической физики. Эти затруднения в значительной степени преодолеваются при использовании понятия обобщенного решения задачи, базирующегося на теории распределений. В этой связи именно с обобщенным подходом мы вправе связывать наши надежды на успешное преодоление указанных выше трудностей.

Введем понятие обобщенного решения поставленной ранее краевой задачи
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                                             u(0) = 0, u(L) = 0,                                   (2.2)

соответствующей классической модели процесса теплопереноса при сделанных ранее физических допущениях. Обобщенное решение связано с пространством Соболева XE "пространство:Соболева"  
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 функций, интегрируемых с квадратом (в смысле Лебега) на интервале (0,L) вместе со своей производной и обращающихся в нуль на его концах. В дальнейшем для краткости будет использоваться обозначение 
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. Строгое определение пространства Соболева будет дано позднее при изложении основ теории обобщенных функций, необходимых для дальнейших исследований.

Отметим, что с пространством Соболева связаны уже не классические, а обобщенные производные. Мы поговорим о них чуть позднее, когда встанет проблема их аппроксимации. А на данном этапе исследования нас интересует лишь общий смысл понятия обобщенного решение рассматриваемой краевой задачи. 

Определение 2.1. Обобщенным решением XE "решение:обобщенное"  краевой задачи (2.1), (2.2) называют такой элемент пространства Соболева, который удовлетворяет интегральному соотношению
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       (2.3)            

Между классическим и обобщенным решениями рассматриваемой краевой задачи существует достаточно естественная связь. Предположим, что функция u является классическим решением задачи (2.1), (2.2). Будучи дважды непрерывно дифференцируемой функцией, она непременно является элементом рассматриваемого пространства Соболева. Умножим левую и правую части соотношения (2.1) на произвольный элемент ( пространства Соболева и проинтегрируем результат по имеющемуся интервалу (0,L). В результате получаем равенство

                   
[image: image5.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

00

  .

LL

dux

d

kxxdxfxxdx

dxdx

ll

éù

=

êú

ëû

òò

           (2.4)

Отсюда после интегрирования по частям с учетом равенства нулю функции ( на границах заданного интервала и ее произвольности следует справедливость соотношения (2.3). Тем самым классическое решение задачи (2.1), (2.2) непременно будет и ее обобщенным решением. 

С другой стороны, элемент пространства Соболева, как правило, не является дважды непрерывно дифференцируемой функцией. Отсюда следует, что обобщенное решение задачи, в принципе, не обязано сводиться к ее классическому решению. Однако в случае, если обобщенное решение оказывается все-таки дважды непрерывно дифференцируемой функцией (что, вообще-то, не исключено), приведенные выше рассуждения можно провести и в обратном порядке. Действительно, выполняя интегрирование по частям в левой части соотношения (2.1) с учетом равенства нулю функции ( на границе данного интервала, приходим к условию (2.4), справедливому для любого ( из пространства Соболева. В силу непрерывности второй производной от функции u отсюда следует выполнение равенства (2.1) в любой точке заданной области. Справедливость граничных условий (2.2) следует из определения пространства Соболева, элементом которого является обобщенное решение задачи. Таким образом, достаточно гладкое (дважды непрерывно дифференцируемое) обобщенное решение задачи (2.1), (2.2) непременно оказывается и ее классическим решением. Естественно, в отсутствии должной степени гладкости обобщенное решение краевой задачи уже не никак будет классическим решением. Соотношение между понятиями классического и обобщенного решения поясняется на рис. 2.1.
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Рис. 2.1. Соотношение между классическим и обобщенным решениями.

Обобщенное решение задачи обладает, вообще говоря, более слабыми функциональными свойствами по сравнению с ее классическим решением. В этой связи доказательство существования обобщенного решения задачи и сходимости к нему соответствующего приближенного решения связаны с принципиально меньшими техническими трудностями и требуют значительно более слабых ограничений на систему по сравнению с классическим подходом. Эти обстоятельства, а также тот факт, что достаточно гладкое обобщенное решение совпадает с классическим решением той же задачи, объясняют высокую популярность обобщенного подхода в математической физике. 

Мы могли бы ожидать, что именно на этом пути лежит решение проблемы корректного вывода математических моделей. Однако, на первый взгляд, складывается впечатление, что обобщенное решение задачи не самостоятельно, а является лишь вторичным понятием по отношению к классическому решению. Действительно, в самом его определении фигурирует краевая задача (2.1), (2.2), которую еще нужно получить. Проблема обоснования процедуры построения математической модели могла бы быть решена на основе обобщенного подхода исключительно в том случае, когда интегральное соотношение (2.3) будет выведено напрямую из законов физики в обход классической формы модели. В этой связи нам еще предстоит убедиться в том, что обобщенное решение обладает прямым физическим смыслом.

2.2. Вывод обобщенной модели

Попытаемся показать, что соотношение (2.3) следует из физики процесса и, в частности, может быть, в принципе, непосредственно выведено из приведенных ранее балансных соотношений (1.1), (1.2)
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лежащих в основе построения классической формы модели.

Умножим соотношение (2.5) на достаточно гладкую функцию , равную нулю на границе области, и проинтегрируем результат по данному интервалу. Получаемое в результате равенство после деления на длину интервала h запишем в виде
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После формального перехода к пределу с учетом теоремы о среднем, соотношения (2.6) и равенства нулю функции  на границе рассматриваемой области приходим к интегральному тождеству (2.3). Для обоснования этих действий достаточно иметь принадлежность функций и и пространству Соболева, что прекрасно согласуется с определением обобщенного решения. 

Итак, интегральное тождество (2.3) оказывается в действительности не только резуль​татом преобразования классической задачи (2.1), (2.2), но и прямым следствием законов природы, выражаемых условиями (2.5), (2.6). Полученное соотношение, таким образом, уже само по себе будет математической моделью исследуемого процесса. В этой связи приходим к следующему определению.

Определение 2.2. Краевую задачу (2.1), (2.2) назовем классической моделью XE "модель:классическая"  рассматриваемого процесса, а интегральное соотношение (2.3) – его обобщенной моделью XE "модель:обобщенная" . 
Представление о соотношении (2.3), как о самостоятельной форме модели реального физического процесса вызывает определенный психологический дискомфорт в значительной степени из-за наличия здесь произвольной функции . Что же это за модель, если она включает в себя характеристику, выбор которой совершенно произволен? Однако ситуация не столь уж тревожна, как это представляется на первый взгляд.

При классическом математическом описании процесса структура исследуемой системы задается непосредственно (в частности, с помощью краевой задачи для дифференциальных уравнений). Однако нас, по-видимому, вполне могла бы удовлетворить и та ситуация, когда мы в состоянии прогнозировать отклик данной системы на любое внешнее воздействие, роль которого в определенном смысле и играет функция (см. рис. 2.2). Более того, на практике внутренняя структура системы зачастую так и остается не известной, а судить о ее свойствах можно исключительно по реакции на воздействие извне. Это в полной степени соответствует, например, широко известному понятию "черного ящика". Таким образом, принцип описания процесса природы на основе обобщенной модели представляется вполне естественным и в действительности не содержит в себе ничего экстраординарного.
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Рис. 2.2. Классическая и обобщенная модели.

Вспомним, наконец, еще и о проблемах микромира, характеризуемых законами квантовой механики. Любой эксперимент здесь осуществляется исключительно посредством активного вмешательства в процесс, т.е. за счет внешнего воздействия. Собственно, получение информации всегда есть продукт взаимодействия изучаемой системы с измерительной аппаратурой. Однако в отличие от макромира в квантово-механической системе невозможно провести измерения, не внося серьезные возмущения в исследуемый процесс. Мы, в принципе, не можем узнать, где, к примеру, находится какой-либо электрон сам по себе. Для получения желаемой информации необходимо подействовать на него чем-нибудь (например, фотоном), а затем на основе результата их взаимодействия сделать какие-то выводы. Однако в результате электрон приобретает уже несколько иные свойства, по сравнению с теми, которые он имел изначально. Первоначальные свойства объекта в полной степени так и остаются не ясными, что связано с соотношением неопределенностей Гейзенберга. Природа микромира сама по себе оказывается такой, что классическая форма модели (непосредственное описание структуры объекта) оказывается, по сути своей, не пригодной, а обобщенная (отклик системы на любое воздействие извне), напротив, прекрасно ассоциируется с физикой процесса.   

В свете сказанного выше было бы уже не совсем логичным называть функцию и, принадлежащую пространству Соболева и удовлетворяющую условию (2.3), обобщенным реше​нием краевой задачи (2.1), (2.2). Последние соотношения в рамках обобщенной теории (когда указанная функция не обладает должной степенью гладкости, см. рис. 2.1) вообще не будут иметь естественного смысла. С математической точки зрения их можно понимать исключительно как сокращенную форму записи задачи (2.3). С другой стороны, они уже и не следуют из физики процесса, поскольку для обоснования соответствующего предельного перехода явно не хватает имеющегося запаса функциональных свойств. И лишь в случае высокой регулярности параметров системы соотношение (2.3) имеет достаточно гладкое решение, совпадающее с классическим решением задачи (2.1), (2.2) (см. рис. 2.1). Таким образом, уже не обобщенное решение выводится из классического, а, напротив, классиче​ское следует из обобщенного при дополнительных ограничениях на систему. 

На основании приведенных рассуждений принимаем следующую терминологию (см. рис. 2.3).

Определение 2.3. Элемент пространства Соболева, удовлетворяющий соотношению (2.3), назовем обобщенным состоянием XE "состояние:обобщенное"  системы, а дважды непрерывно дифференцируемую функцию, удовлетворяющую краевой задаче (2.1), (2.2) – ее классическим состоянием XE "состояние:классическое"  или классическим решением XE "решение:классическое"  задачи (2.3). 
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Рис. 2.3. Соотношение между моделями.

Итак, обобщенное решение задачи (точнее, обобщенное состояние системы), является самостоятельным понятием, обладающим естественным смыслом. В физическом плане оно не только не уступает классическому решению, но даже существенно превосходит его. Полученный результат вселяет определенный оптимизм. Однако остается еще не совсем ясной проблема конструктивности обобщенного решения задачи. Необходимо установить, можно ли разрешить соотношение (2.3) непосредственно, без обращения к краевой задаче (2.1), (2.2)? До тех пор, пока мы не получим эффективный алгоритм нахождения обобщенного состояния в общем случае (когда оно не сводится к классическому) рассчитывать на серьезный успех обобщенного подхода в математической физике не приходится. В этой связи нам потребуется разработать прямые методы решения задачи (2.3). 

Указанное соотношение включает в себя процедуры дифференцирования и интегрирования. Если приближенное вычисление интегралов от интегрируемых функций представляется вполне естественным, то аппроксимация производных от, вообще говоря, не негладких функций вызывает определенные проблемы. Для их решения необходимо, прежде всего, уточнить сам смысл производных, входящих в состав обобщенной модели исследуемого процесса. 
2.3. Понятие обобщенной производной 

Ранее мы уже отмечали, что в основе стандартного метода практического решения краевой задачи (метода конечных разностей) лежат формулы приближенного дифференцирования, базирующиеся на непрерывной дифференцируемости рассматриваемой функции и восходящие к разложению функции в ряд Тейлора. В интегральное соотношение (2.3) входят уже не классические, а обобщенные производные, поскольку мы имеем дело с элементами пространства Соболева, которые, вообще говоря, не являются непрерывно дифференцируемыми функциями. В этой связи для аппроксимации интегрального равенства (2.3) необходимо сначала получить формулы для приближенного вычисления обобщенных производных.

Прежде, чем попытаться аппроксимировать обобщенную производную, напомним ее определение.

Определение 2.4. Обобщенной производной XE "производная:обобщенная"  функции и, интегрируемой с квадратом на интервале (a,b), является такой объект dи/dх, который для любой непрерывно дифференцируемой функции (, обращающейся в нуль на границах данного интервала, удовлетворяет соотношению
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                 (2.7)
В принципе, мы могли бы здесь не ограничивать себя функциями, интегрируемыми с квадратом. Обобщенная производная может быть определена на всем классе распределений, а не только для классических функций. Более подробно эти вопросы будут рассмотрены на более позднем этапе исследования. Однако для наших целей вполне достаточно иметь дело с функциями, интегрируемыми с квадратом, поскольку именно они ассоциируются с понятием обобщенного решения нашей задачи. 

Смысл обобщенной производной состоит в том, для существования интеграла в левой части равенства (2.7) совершенно не обязательно, чтобы объект, умножаемый на функцию ( под интегралом, был достаточно регулярным и даже представлял собой некоторую функцию. Всё, что необходимо в данной ситуации, это интегрируемость соответствующего подынтегрального выражения. В то же время в правой части рассматриваемого соотношения под интегралом находятся регулярные функции. Как и в других случаях применения обобщенного подхода, сложности, возникающие при исследовании рассматриваемого объекта, обладающего, вообще говоря, весьма слабым запасом свойств, переносятся на функцию (, которая выбирается нами произвольно, а значит, может обладать всеми свойствами, которые мы посчитаем необходимыми в конкретной ситуации.

Чтобы лучше понять смысл обобщенной производной рассмотрим достаточно простой пример. Определим функцию  и(x) = х| x |/2  на некотором интервале (a,b), где a<0<b. В соответствии с соотношением (2.7) для любых значений ( находим
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Таким образом, обобщенная производная от непрерывно дифференцируемой функции u является непрерывная функция 
[image: image15.wmf]().
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 Отметим, что в данном случае обобщенная производная в точности совпадает с классической.

Найдем обобщенную производную от негладкой функции v. Имеем
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где функция w принимает значение -1 для отрицательных значений аргумента и 1 для его положительных значений. Сравнивая левую и правую часть полученного соотношения и учитывая произвольность функции (, заключаем, что обобщенная производная от негладкой 
(в нуле) функции v существует и равна w. 

Характерно, что там, где существует классическая производная от функции v (для ненулевых значений аргумента), она наверняка совпадает с ее обобщенной производной. В то же время возможна ситуация (в нуле), когда обобщенная производная существует в отсутствии у функции классической производной. Здесь сохраняется полная аналогия с соотношением между классическим и обобщенным решениями задачи математической физики. Действительно, классическое решение задачи всегда является ее обобщенным решением, но обобщенное состояние системы может существовать и в отсутствии ее классического состояния. Естественно, такая аналогия не случайна, поскольку в самом определении обоих типов решений существенным образом используются соответствующие типы производных.

Отметим, что подобно обычной производной, обобщенная производная характеризует скорость изменения функции (см. рис. 2.4). В частности, при отрицательных значениях аргумента рассматриваемая функция убывает с постоянной скоростью. При этом ее обобщенная производная постоянна и отрицательна. При положительная значениях аргумента функция v возрастает с постоянной скоростью, а ее обобщенная производная v постоянна и положительна. Наконец, в нуле данная функция резко меняет свое поведение, переходя из режима постоянного убывания в режим постоянного роста. При этом ее обобщенная производная меняется скачком, т.е. по-прежнему сохраняя смысл скорости изменения функции. 
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Рис. 2.4. Обобщенная производная характеризует скорость изменения функции.

В соотношении (2.7), определяющим обобщенное состояние системы, под знаком производной стоит функция, вообще говоря, лишь интегрируемая с квадратом. Мы закрывает здесь глаза на теорему вложения Соболева, которая в одномерном случае гарантирует сравнительно высокую степень гладкости рассматриваемой функции, поскольку в более типичном многомерном случае гладкость элемента пространства Соболева существенно снижается. Нам было бы интересно попытаться продифференцировать в смысле определения 2.4 полученную выше разрывную функцию w. Справедливо равенство
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Итак, обобщенной производной от w оказывается такой объект, который, будучи умноженным на произвольную функцию, после интегрирования дает удвоенное значение этой функции в нуле. С точностью до постоянного множителя (двойки) мы имеем дело с (-функцией XE "(-функция" , сосредоточенной в нуле, которая относится к классу обобщенных функций или распределений. Таким образом, мы видим, что функция, даже не являющаяся непрерывной, обладает обобщенной производной, которая, впрочем, сама уже никак не подпадает под стандартное определение функции (см. рис. 2.5). Характерно, что и здесь сохраняется смысл обычной производной. Действительно, в нуле функция v терпит разрыв. Естественно, скорость ее изменения в этой точке не ограничена, что прекрасно согласуется со свойствами (-функции. Сравнительный анализ свойств функции u и ее обобщенных производных различных порядков приводится в таблице 2.1.

С теорией распределений и с соответствующей ей операцией дифференцирования мы еще столкнемся в последующих исследованиях. Теперь же нам предстоит вывести формулы приближенного обобщенного дифференцирования, что позволило бы найти конструктивный метод нахождения обобщенного состояния системы. 
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Рис. 2.5. (-функция – предел последовательности регулярных функций.
Таблица 2.1. Свойства функции и ее обобщенных производных.
	объект
	определение
	гладкость
	монотонность

	u
	x | x | /2
	дифференцируема
	возрастает

	u'
	| x |
	не дифференцируема
в нуле
	убывает при x<0,
возрастает при x>0

	u''
	-1, x<0; 1, x>0
	разрыв 1 рода в нуле
	кусочно постоянна

	u'''
	2((0)
	обобщенная функция
	нуль всюду кроме нуля


2.4. Аппроксимация обобщенной модели

Обратимся к аппроксимации соотношения (2.7), определяющего обобщенную производную. Разобьем данный интервал (a,b) на М равных частей с шагом h = (b – a)/М. В равенстве (2.4) аппроксимируем интегралы соответствующими суммами с помощью формул правых прямоугольников, а для производной от функции ( воспользуемся классической формулой "разность назад". Эта процедура вполне обоснована, поскольку выражения, стоящие под интегралами в равенстве (2.4), интегрируемы, а функция ( к тому же непрерывно дифференцируема. Учитывая равенство нулю этой функции в граничных точках, приходим к соотношению
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где  ui = u(xi) , (i = ((xi) , xi = а + ih . Оно может быть записано в виде
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Функция ( изначально произвольна, а значит, может обращаться в нуль во всех узлах xj кроме i-ого. В результате получаем соотношение 
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соответствующее формуле приближенного дифференцирования "разность вперед". 

Если же в равенстве (2.7) для вычисления интегралов воспользоваться формулой левых прямоугольников, а производную от функции ( вычислять по формуле "разность вперед", то с помощью описанной выше процедуры выводится формула "разность назад" для рассматриваемой (вообще говоря, не дифференцируемой) функции. Таким образом, классические формулы приближенного дифференцирования остаются в силе и для обобщенных производных, что позволяет успешно осуществить аппроксимацию интегрального соотношения (2.3).  

Аппроксимируя интегралы и обобщенные производные, входящие в равенство (2.3), приходим к условию
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с сохранением всех принятых ранее обозначений. Учитывая формулу
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и равенство нулю рассматриваемых функций на границах данного интервала, получаем соотношение
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Отсюда в силу произвольности значений (i следуют равенства


[image: image26.wmf](

)

 

1,...,1

, 

xixii

iM

kuf

dd

=-

=

.                      

Полученный результат в точности совпадает с рассмотренной ранее разностной схемой (1.5).

Итак, практическое нахождение классического и обобщенного решения рассматриваемой краевой задачи может быть осуществлено по одной и той же разностной схеме. Тем самым приходим к заключению о том, что понятие обобщенного состояния системы вполне конструктивно, т.е. оно может быть найдено приближенно непосредственно из соотношения (2.3) без обращения к классической модели системы. Отметим также, что обоснование применяемого метода аппроксимации в рамках обобщенного подхода существенно проще, чем при рассмотрении классического решение, поскольку доказательство сходимости алгоритма в этом случае осуществляется в достаточно слабой топологии пространства Соболева, а не в классе дважды непрерывно дифференцируемых функций. Таким образом, и с позиций вычислительной математики обобщенный подход оказывается эффективнее классического.
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Рис. 2.6. Преимущества обобщенного и классического подходов.
Итак, мы убеждаемся в наличии существенных преимуществ обобщенной модели по сравнению с классической. Это обстоятельство вселяет определенную надежду на возможность преодоления указанных ранее трудностей в рамках обобщенного подхода.

2.5. Степень обоснованности обобщенного подхода

Мы уже убедились в том, что все три этапа исследования (вывод модели, ее качественный и количественный анализ) могут проводиться на основе обобщенного подхода без какого-либо обращения к классическому подходу. При этом реализация каждого из этих этапов для обобщенной модели, вообще говоря, эффективнее, чем для классической (см. рис. 2.6). Действительно, для обоснования предельного перехода при выводе математической модели требуются более слабые ограничения на искомую функцию и параметры системы, а значит, обобщенная модель действует в более широких границах по сравнению с классической моделью. Разрешимость краевой задачи в обобщенном смысле и соответствующий метод аппроксимации обосновываются проще и для более широкого класса. В этой связи не приходится удивляться чрезвычайно высокой популярности обобщенного подхода в математической физике. Если же на практике всё-таки возникает необходимость в обращении с классическим решением задачи, то обычно сначала получают обобщенное состояние системы, а потом показывают, что оно обладают должной степенью гладкости, а значит, оказывается классическим состоянием.

Высокая эффективность обобщенного подхода в математической физике вселяет серьезную надежду на то, что с его помощью поставленная ранее проблема корректного построения математических моделей найдет, наконец, свое окончательное решение. Для проверки справедливости этой гипотезы вновь обратимся к выводу обобщенной модели рассматриваемого физического процесса. Построение интегрального тождества (2.3), как мы уже знаем, не требует обращения к недостаточно обоснованной классической модели. Однако непосредственный вывод этого соотношения по-прежнему предполагает осуществление предельного перехода, который опять-таки нуждается в строгом обосновании. Для этого необходимо наличие определенных положительных свойств у всех функций, входящих в имеющиеся выражения. Это относится, к сожалению, не только к известным функциям k и f – параметрам системы, выбор которых в наших руках, и не только к функции (, которая уже по определению обладает всеми необходимыми свойствами, но и к искомой функции u, которая, увы, остается пока еще не известной. Более того, на данном этапе исследований мы даже не имеем полной уверенности в том, что она вообще существует. 

Конечно, для обоснования предельного перехода в данном случае требуются существенно более слабые ограничения, чем в классическом подходе – принадлежность пространству Соболева вместо наличия непрерывных производных вплоть до второго порядка. Но и эти свойства могут быть получены лишь на втором этапе исследования при доказательстве разрешимости интегрального соотношения (2.3). Мы не имеем никакого права налагать априори любые (пусть даже сколь угодно слабые) ограничения на решение задачи, постановка которой еще далеко не завершена. Таким образом, как в классическом, так и в обобщенном подходе, вывод математической модели и ее качественный анализ явно опираются друг на друга. При таком положении дел оба эти этапа никак не могут быть признаны обоснованными в равной степени для обоих подходов. Более слабые необоснованные предположения столь же не допустимы, как и более сильные необоснованные предположения, подобно тому, как вор остается вором вне зависимости от украденной им суммы. 

Итак, преодоление трудностей на пути вывода математических моделей требует разработки качественно иного подхода к решению задачи. Поскольку суть возникшей проблемы связана исключительно с обоснованностью предельных переходов в процессе математического описания исследуемых процессов, для преодоления указанных трудностей необходимо более внимательное отношение к одной из наиболее глубоких математических процедур – сходимости. В этой связи нам предстоит оставить на время вопросы математического моделирования и обратиться непосредственно к изучению самого процесса перехода к пределу.

Выводы
1. Классическое решение задачи является ее обобщенным решением. Достаточно гладкое обобщенное решение задачи является ее классическим решением.  

2. Интегральное соотношение, определяющее обобщенное решение, является математической моделью исследуемого процесса.

3. Существует конструктивный алгоритм для нахождения обобщенного состояния системы.

4. Обобщенный подход в математической физики связан с понятием обобщенной производной, опирающейся на теорию распределений. 

5. Обобщенный подход имеет преимущества по сравнению с классическим при выводе математической модели, качественном анализе и практическом решении задачи.

6.  В рамках обобщенного подхода задача корректного вывода математической модели не решается.

7.  Для обоснования процедуры математического моделирования необходимо искать иной подход.
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